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摘要 
i 
摘要 
有限元方法是目前结构分析领域应用最为广泛的一种数值方法。自振频率计
算作为结构分析中的一个重要内容，可归结为典型的特征值问题，例如：一维波
动方程可描述杆结构振动，其特征值为杆结构自振频率；二维波动方程可描述膜
结构振动，相应的特征值为膜结构自振频率；三维波动方程可描述声压在空间中
的传播，其特征值为声压的振动频率。采用有限元法求解波动方程特征值问题时，
质量矩阵的构造方法会直接影响振动频率的计算精度。因而，如何构造可使自振
频率有更高收敛阶次及精度的高阶质量矩阵具有重要的研究价值。然而，目前的
高阶质量矩阵多限于一维和二维低阶单元，并且二维高阶质量矩阵所得频率计算
精度依赖于波的传播方向，不能同时提高各阶频率的收敛阶次及精度。此外，目
前对于任意阶单元并没有统一的高阶质量矩阵构造方法。 
本文针对波动方程特征值问题有限元分析，提出了一种适用于任意阶单元和
维数的新型超收敛有限元分析方法。首先，在 Lobatto 单元的基础上提出了任意
阶一维杆单元高阶质量矩阵的统一构造方法。该方法采用了一种新的质量矩阵构
造模式—a矩阵，通过优化参数a可直接构造任意阶 Lobatto 杆单元的高阶质量
矩阵。相较于传统的一致质量矩阵和集中质量矩阵，采用高阶质量矩阵的频率计
算精度可以提高 2 阶。随后，对于二维平面膜结构振动问题和三维波动问题，提
出了一种基于积分点的新型超收敛有限元分析方法，该方法中采用的新型积分点
是通过对比分析一维高阶质量矩阵确定的。本文提出的新型超收敛有限元分析方
法完全消除了超收敛计算中频率的波动方向依赖性，可使任意阶频率的收敛阶次
同时提升 2 阶，同时新型积分点可以通过张量积的形式简便地推广到多维问题，
数值实现简便直接。文中通过理论分析和数值计算详细验证了所提波动方程特征
值问题新型超收敛有限元分析方法的有效性和计算精度。 
关键词：有限元法；波动方程特征值；a质量矩阵；高阶质量矩阵；积分点型超
收敛方法
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Abstract 
Finite element method is widely used in structural analysis. Free vibration 
analysis, an important component of structural analysis, can be classified as typical 
eigenvalue problems: for example, 1D wave equation can describe 1D rod free 
vibration and the eigenvalues of 1D wave equation are the rod vibration frequencies; 
2D wave equation represents the vibration of membrane, its eigenvalues denote the 
frequencies of membrane vibration. Moreover, the propagation of acoustic pressure in 
space can be modeled by the 3D wave equation and the corresponding eigenvalues 
imply the variation frequencies of acoustic pressure. In the finite element analysis of 
eigenvalue problems, the mass matrix directly affects the solution accuracy. Thus, 
how to formulate new mass matrices with frequency superconvergence is an 
important topic. However, the current higher order mass matrices with frequency 
superconvergence are mainly limited to 1D and 2D cases with low order elements. 
Meanwhile, the current 2D higher order mass matrices exhibit wave propagation 
direction dependence and can not produce superconvergent solutions for arbitrary 
frequencies. Furthermore, there still lack a unified method to construct higher order 
mass matrices, even in 1D case.  
This thesis presents a unified formulation for superconvergent finite element 
eigenvalue computation of wave equations, which is applicable to arbitrary order 
elements and multidimensional cases. Firstly, a higher order mass matrix formulation 
is proposed with respect to arbitrary order Labatto elements. This approach is based 
upon a new mass matrix template, i.e, the a  mass matrix and the higher order mass 
matrices can be obtained by optimizing the parameter a . Compared with the 
conventional consistent and lumped mass matrices, the higher order mass matrices 
upgrade the frequency convergence order by 2. Subsequently, a quadrature based 2D 
superconvergent formulation is presented for the membrane vibration analysis. This 
formulation enables superconvergent computation of arbitrary frequencies with two 
orders of extra accuracy, regardless of wave propagation directions. The quadrature 
points are derived from the 1D higher order mass matrices. It turns out that the 
proposed approach completely eliminates the wave propagation direction dependence 
of superconvergent higher order formulations. Meanwhile, generalization of the 
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algorithm to 3D formulation is trivial through the tensor-product construction of 
quadrature points. The effectiveness of the proposed methodology is systematically 
demonstrated via theoretical proof as well as computational experiments. 
Key Words：Finite Element Method; Wave Equation Eigenvalue; a -Mass Matrix; 
Higher Order Mass Matrix; Quadrature-Based Higher Order Formulation 
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第一章 绪论 
1.1 引言 
有限元法[1]-[3]是当今工程界应用最为广泛的一种数值计算方法，是计算机辅
助设计（CAD）和计算机辅助制造（CAM）的重要组成部分。1943 年，Courant[4]
在求解圣维南扭转问题时已采用了有限元法的基本思想。上世纪五十年代，
Argyris[5]在一系列工作中系统地发展了结构离散分析的刚度法，Turner 等人[6]将
位移法应用到求解平面弹性力学问题中，对飞机结构进行了分析，并系统研究了
离散杆、梁以及三角形单元的刚度矩阵表达式。1960 年，Clough[7]首次提出了“有
限元法”的名称。有关有限元历史和早期发展可参见文献[8]和[9]。之后半个多
世纪，伴随着计算机技术的进步，有限元法在土木水利、机械制造、航空航天及
电子工程等众多领域得到了快速发展和成功应用[10]-[19]。 
有限元法在结构静动力分析中得到了非常广泛和成功的应用[20]-[31]，而结构
自振频率的计算是结构动力分析中的一个重要内容。结构的自振频率只与结构的
质量和刚度有关，是结构的固有特性。当外荷载频率与结构固有频率很相近时，
结构将发生共振，振动幅度急剧增大，严重时会致使结构破坏。因而，自由振动
频率计算对结构动力分析而言十分重要。结构自由振动问题可以归结为典型的特
征值问题。例如，弹性杆结构自由振动问题可通过一维波动方程进行表述，该方
程的特征值即为杆结构的自由振动频率[2],[32]-[34]。二维波动方程可用来描述膜结
构自由振动问题，其特征值为膜结构自振频率[33]-[34]。此外，三维波动方程可描
述波在空间中的传播，例如，地震波以及检测固体缺陷的超声波的传播等。因而，
研究三维波动方程的特征值问题同样具有重要的理论意义和工程应用价值。 
采用有限元法求解波动方程特征值问题时，质量矩阵的构造方法会直接影响
计算精度。早在 20 世纪 30 年代，Duncan 和 Collar[35]-[36]提出了结构分析质量矩
阵的概念。Archer[37]构造的一致质量矩阵在有限元动力分析中占据重要地位。
Felippa[38]-[39]采用质量矩阵模板法对伯努利欧拉梁进行分析；Przemieniecki[40]通
过泰勒展开研究了质量矩阵和刚度矩阵的频率依赖性；Felippa[41]将质量刚度匹
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
硕士学位论文 
2 
配法应用到其他单元。Gurtin[42]在分析弹性动力学问题过程中引入速度形函数构
造质量矩阵和刚度矩阵。Olovsson 等人[43]-[44]提出了用于瞬态有限元仿真模拟的
选择性质量缩放法。近年来，Tkachuk 和 Bischoff[45]及 Cocchetti[46]也对选择性质
量缩放法的最优缩放系数进行了研究。从计算效率的角度考虑，有限元分析中也
常采用集中质量矩阵[1],[47] -[55]。Cook 等人[56]详细讨论了从一致质量矩阵出发的质
量对角化方法。但是，采用高阶标准拉格朗日单元集中质量矩阵求解结构振动问
题时，自振频率的计算结果会出现降阶的情况，即集中质量矩阵计算结果的收敛
阶次低于一致质量矩阵。针对此问题，Fried[57]等人对有限元一维三次单元进行
了研究，发现将单元内部节点置于 5 / 5 时，其集中质量矩阵计算所得自振频
率具有较优收敛率，可达到与一致质量矩阵收敛阶次相同的 6 阶，该单元实质为
Lobatto 单元[58]。Lobatto 单元是指在单元内采用 Gauss-Lobatto 点作为节点构造
拉格朗日插值形函数的单元，该类单元在谱元法[58]-[69]中应用非常广泛。总而言
之，质量矩阵的构造方法与结构动力分析的计算精度密不可分，因而，如何构造
出具有高精度计算结果的质量矩阵成为一个重要的研究课题。 
1.2 结构振动超收敛分析方法 
结构振动超收敛分析方法是指采用该方法计算所得频率的精度和收敛阶次
都高于采用常规方法得到的结果。如何构造超收敛方法也一直是有限元法研究领
域的一个重要课题。例如，林群和杨一都[70]提出通过进一步插值来提高有限元
数值解精度的超收敛方法。Kim[32]针对杆单元振动问题构造出了一种新型形函数，
采用该形函数计算得出的结果可达到超收敛效果。Ahmadian 等人[71]采用逆算法
构造了平面应力单元和膜单元的新型质量矩阵和刚度矩阵，文中以悬臂梁结构为
例，验证了该方法在静力分析中的超收敛特性。对于膜结构振动问题，Ahmadian
等人[72]引入三角函数作为插值函数构造单元质量矩阵，采用该质量矩阵对结构
自振频率进行计算，可有效提高精度并提升收敛率。 
在结构振动分析方面，通过构造高阶质量矩阵来提高频率计算的精度和收敛
率是实现超收敛有限元振动分析的一个重要途径。结构振动分析的高阶质量矩阵
最早由 Goudreau[73]提出。在弹性杆结构振动问题的线性有限元分析中，当采用
一致质量矩阵和集中质量矩阵进行计算时，频率的收敛阶次均为2阶。Goudreau[73]
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